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• イントロダクション

• コンピュータグラフィックス (Computer Graphics: CG)

• マルチメディアデータの解析

マルチメディア工学：マルチメディア工学：講義計画講義計画

• イントロダクション

• コンピュータグラフィックス (Computer Graphics: CG)

• マルチメディアデータの解析

– 基礎数理基礎数理

– 小二乗法

– 直交変換、直交関数展開

– 代表的解析手法

マルチメディアデータの解析

• 基礎数理

– 小二乗法

– 直交変換、直交関数展開

代表的解析手法• 代表的解析手法

– データ圧縮：離散コサイン変換とＪＰＥＧ

– データ表現：形状の主成分分析

– （データ認識：隠れマルコフモデル）

• 音声・言語を含む時系列データに対して有効

– （音声の独立成分分析）

基礎数理：
直交変換、直交関数展開

• 直交変換

– 直交変換（直交行列）定義、正規直交基底

– 直交変換の利点、直交の必要性

• 直交関数展開

– ベクトルから関数へ

– 直交関数系

– 直交関数展開

直交変換

直交変換（直交行列）の定義

正規直交基底
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直交変換・直交行列
(Orthogonal Transformation, Orthogonal Matrix)

• 直交変換の定義（直観的解釈）

内積の値を変えない一次（線形）変換

すなわち、２ベクトル間の角度、ベクトルの長さ
が変わらない変換が変わらない変換

直交座標系から別の直交座標系への変換（回転、
対称変換、Permutation（軸の入れ替え）など）

直交変換・直交行列
(Orthogonal Transformation, Orthogonal Matrix)

• 直交変換の定義（数学的解釈）

– 内積の値を変えない一次（線形）変換

– すなわち、任意の２ベクトルu, vに対して、

(u v) (Tu Tv)が成立 （Tは正方行列）(u,v) = (Tu, Tv) が成立 （Tは正方行列）

(u,v) = uTv = (Tu)T(Tv) = i(jTijuj)(kTikvk) 

= ijkuj (T
T)jiTikvk = u

TTTTv

–Tは、TTT=TTT=E を満たす正方行列（直交行列）

–jTjiTjk = ik  （クロネッカーのデルタ）
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直交変換・直交行列
(Orthogonal Transformation, Orthogonal Matrix)

• 直交変換 TTT=TTT=E

jTjiTjk = ik （クロネッカーのデルタ）
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直交変換・直交行列
(Orthogonal Transformation, Orthogonal Matrix)

• 直交変換 TTT=TTT=E

jTjiTjk = ik （クロネッカーのデルタ）
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対称変換
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直交変換：正規直交基底

















 












10

01
,

cossin

sincos
,

cossin

sincos
TTTTTT TTT







e

e2
x

x'=Tx
x=TTx'

|x|=|x'|

e'1e'2 x'











 )'(' exx



















),(

),(

2

1

2

1

ex

ex
x

x

x

e'1

e'2

e'1 e'2

e1 |x|=|x |

0),(,1 2121  eeee


























cos

sin
',

sin

cos
' 21 ee



















1

0
,

0

1
21 ee

0)','(,1'' 2121  eeee



















)',(

),(

'
'

2

1

2

1

ex

ex
x

x

x

（２次元）正規直交基底

22112211 '''' eeeex xxxx 
同一ベクトルを異なる直交座標系（直交基底）で表現

正規直交基底：n次元ベクトル空間への一般化
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（n次元）正規直交基底 （直交座標系の座標軸ベクトル）
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（ 次元） 規直交基底 （直交座標系 座標軸 ク ）

nnnn xxxxxx ''.....''''..... 22112211 eeeeeex 
同一ベクトルを異なる直交座標系（直交基底）で表現

（クロネッカーのデルタ） ijji )','( ee （クロネッカーのデルタ）
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直交変換の利点

直交変換の利点
体重

身長

直交変換の利点
体重

デジタル化

身長

直交変換の利点

量子化

体重 e'1

e'2

e2

身長

e1

直交変換の利点
体重

15 ＋ 15 = 30

15

15
データサイズ

身長

直交変換の利点
体重

21

21 + 6 = 27

6

データサイズ

身長
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直交変換の利点
• 身長、体重の２変数

– データサイズ 15 + 15 = 30
– 身長がわかれば、体重の範囲は限られる。よって、直交変換後

• データサイズ 21 + 6 = 27

• 身長、体重、胸囲、座高、股下の６変数

– データサイズ 15 + 15 + 15 + 15 + 15 = 75
– 身長と体重がわかれば、胸囲の範囲はさらに限られる。身長、体重、胸囲がわ

かれば、座高の範囲はさらにさらに限られる。。。。。。。よって、直交変換後

• データサイズ 21 + 6 + 5 + 4 + 2 = 38

• 直交変換により、（まったくのランダム雑音＝無相関データ以外
は）多変数（＝多次元ベクトル）のデータサイズを大幅に小さく
できる。

• 例えば、画像も一種の多次元ベクトルである。

多次元ベクトルとしての画像データ
• 320×240画素、各画素256階調：256＝28 (8 bit = 1 byte)

240

320
画素数： 320 × 240 = 76800 
76800 次元ベクトル
76800次元空間の点

（画素値が座標値）

画素値 (1,1)

画素値(1,2)

画素値(240,32)
画素値 (i,j)

320×240 画素の１枚画像

ベクトル空間について
• 各画像は、３２０×２４０＝７６８００次元空間中の点
と考えることができるが、７６８００次元空間の中で、
普通の画像は、その空間の一部に密集しており、そ
のことが、データ圧縮を行える根拠になる。

身長

体重

胸囲

画素値１

画素値２

画素値76800
画素値 i

320×240 の画像
（画素値が座標値）

ベクトル空間について
• 各画像は、３２０×２４０＝７６８００次元空間中の点
と考えることができるが、７６８００次元空間の中で、
普通の画像は、その空間の一部に密集しており、そ
のことが、データ圧縮を行える根拠になる。

身長

体重

胸囲

画素値１

画素値２

画素値76800
画素値 i直交変換後の座標軸１直交変換後の座標軸２

320×240 の画像
（画素値が座標値）

直交変換の応用
• 画像データの圧縮（ＪＰＥＧなど）

直交変換 （可）逆変換

x'=Txx x=TTx'
すべての画素が
２５６階調（８ビット）

画像の場所によって、各画素
あたり１０２４階調（１０ビット）
から２階調（１ビット）

必
要
な
階
調
数

必
要
な
階
調
数

必
要
な
階
調
数

直交変換の応用
• 画像データの圧縮（ＪＰＥＧなど）

直交射影

x
（非可）逆変換

すべての画素が
２５６階調（８ビット）

画像の場所によって、各画素
あたり１０２４階調（１０ビット）
から２階調（１ビット）

必
要
な
階
調
数

必
要
な
階
調
数

必
要
な
階
調
数
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（部分空間への）直交射影
体重 e'1e2

身長

e'2

e1

e'1軸への直交射影

部分空間への直交射影
• 直交変換後、寄与の小さい軸を省略することで、データ次元数を

減らして、データ量を削減する。

直交変換後の軸１

直交変換
後の軸２

直交変換後の軸２



３次元空間の点を軸１と軸２で定まる
２次元平面に射影

e2

e3
e'1

'

e'2

直交変換後の軸１

直交変換

320×240次元空間の点 160×120次元空間の点

320×240次元空間の点を
160×120次元超平面に射影

３次元空間中の点を２次元平面に射影する。
N次元空間中の点をM次元超平面に射影する。(N>M)

e1

e'2 e'1

直交（変換）であることの必要性

直交（変換）であることの必要性

デジタル化

体重
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直交変換：座標軸の直交性
が保たれた座標変換

身長





 112

非直交変換（直交でない線形変換）

デジタル化

体重
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非直交変換：座標軸の直交性
が保たれない線形変換

身長
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直交（変換）であることの必要性

2211 ''' eex xx  121  ee
e2

e'1

e'2

e2

x' x'

1'x

)',(' 11 exx )',()','('' 11221 exee xx
)',(' 22 exx

e'1e'2

e1

e 1

e12'x
1'x

2'x

x' x'

)',()','('' 22112 exee xx
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直交（変換）であることの必要性

は簡単に計算できる

2211 ''' eex xx  121  ee
e2

e'1

e'2

e2

x' x'

)',( 1ex )',( 2ex

)',()','('' 11221 exee xx)',(' 11 exx
)',(' 22 exx

1'x

e'1e'2

e1

e 1

e12'x
1'x

2'x

x' x'

)',()','('' 22112 exee xx

直交（変換）であることの必要性

は簡単に計算できる

2211 ''' eex xx  121  ee
e2

e'1

e'2

e2

x' x'

)',( 1ex )',( 2ex

1'x

)',(' 11 exx )',()','('' 11221 exee xx
)',(' 22 exx )',()','('' 22112 exee xx

e'1e'2

e1

e 1

e12'x
1'x

2'x

x' x'

直交（変換）であることの必要性
• 直交変換の場合、変換後の座標値 x'1, x'2 は、元のベ
クトルと座標軸（基底ベクトル）の内積をとるだけで、計
算できる。

• 直交変換でない場合、変換後の座標値 x'1 x'2 を求め

)',(' 11 exx
)',(' 22 exx

直交変換でない場合、変換後の座標値 x 1, x 2 を求め
るためには、連立方程式を解かなければならない。

• 320×240=76800、160×120=19200などの大量の座標
値を求める場合には、大量の未知数の連立方程式を
解くのは、計算機でも非常に手間がかかる。

)',()','('' 11221 exee xx
)',()','('' 22112 exee xx

ベクトルから関数へ

関数はベクトルである

• 関数： y = f(x)

• ベクトル： y = (y1, y2, …, yi, …, yn)

f( )y = f(x)

x

関数はベクトルである

• 関数： y = f(x)

• ベクトル： y = (y1, y2, …, yi, …, yn)

1      2      3      4      5

y1
y2 y3

y4
y5

i
ある飲食店にいる客の数を１時間おきに調べてみる。
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関数はベクトルである

• 関数： y = f(x)

• ベクトル： y = (y1, y2, …, yi, …, y2n)

nを2nにする

1  2  3  4  5  

y1
y2

y3 y4y5

i
ある飲食店にいる客の数を３０分おきに調べてみる。

関数はベクトルである

• 関数： y = f(x)

• ベクトル： y = (y1, y2, …, yi, …, y4n)

12345  

y1
y2

y3
y4y5

i
ある飲食店にいる客の数を１５分おきに調べてみる。

関数はベクトルである

• 関数： y = f(x)

• ベクトル： y = (y1, y2, …, yi, …, y8n)

i
ある飲食店にいる客の数を7.5分おきに調べてみる。

関数は（無限次元）ベクトルである

• 関数： y = f(x)

• ベクトル： y = (y1, y2, …, yi, …, y∞)

f( )y = f(x)

x
ある飲食店にいる客の数を常時調べる。

関数は（無限次元）ベクトルである

• 関数： y = f(x) 連続的

• ベクトル： y = (y1, y2, …, yi, …, yn) 離散的

i
x

ベクトルの直交条件

• n次元ベクトルの場合

a = (a1, a2, …, ai, …, an)

a

b



b= (b1, b2, …, bi, …, bn)

(a,b) = a1b1+ a2b2 +  …+ aibi + …+ anbn

= aibi = |a|・|b| cos = 0
i=1

n

直交条件 ＝ 内積がゼロ
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関数（無限次元ベクトル）の直交条件

• 関数の場合

y= g(x)

y = f(x)

f(x)


y  g(x)

g(x)直交条件 ＝ 内積がゼロ

cos)()(

)()(

))(),((

xgxf

dxxgxf

xgxf



 

直交関数系

直交関数系

• ルジャンドルの多項式

)11,....(3,2,1),(  xnxPn

1)(P

互いに直交する一連の関数の集合

)35(
2

1
)(

)13(
2

1
)(

)(

1)(

3
3

2
2

1

0

xxxP

xxP

xxP

xP








-1 -0.5 0.5 1

-1

-0.5

0.5

1

直交関数系
• ルジャンドルの多項式 )11,....(3,2,1),(  xnxPn

-1 -0.5 0.5 1

0.5

1

)13(
2

1
)(

)(

1)(

2
2

1

0

xxP

xxP

xP






-1

-0.5

演習問題OT-1： ルジャンンドル多項式が直交関数系であるこ
と（以下の直交条件が成立していること）を確かめよ。

)(0)()(
1

1
jidxxPxP ji 



)35(
2

1
)( 3

3 xxxP 

直交関数系

• 三角関数系

0.5

1

0.5

1

-3 -2 -1 1 2 3

0.5

1

1.5

2

xxC

xxS

xxC

xxS

xC

2cos)(

2sin)(

cos)(

sin)(
2

1)(

2

2

1

1

0






)(   x

-3 -2 -1 1 2 3

-1

-0.5

-3 -2 -1 1 2 3

-1

-0.5

-3 -2 -1 1 2 3

-1

-0.5

0.5

1

-3 -2 -1 1 2 3

-1

-0.5

0.5

1

演習問題OT-2：三角関数系が直交関数系であることを確かめよ。

：
：

xxC

xxS

3cos)(

3sin)(

3

3




)(   x

直交関数展開
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直交変換（直交展開）
• 直交変換したいベクトル x=(x1,x2,…,xn) と直交基底

u1,u2,….unの内積をとる。

• 直交変換後のベクトル （以後、内積をドットで表現している）

x’= (k1,k2,…,kn) = (x・u1, x・ u2,…., x・ un)

k


x
 11 uxk




22 uxk



1x

2x

直交変換（直交展開）
• 直交変換したいベクトル x=(x1,x2,…,xn) と直交基底

u1,u2,….unの内積をとる。

• 直交変換後のベクトル （以後、内積をドットで表現している）

x’= (k1,k2,…,kn) = (x・u1, x・ u2,…., x・ un)

k


x
 11 uxk




22 uxk
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直交変換（直交展開）
• 直交変換したいベクトル x=(x1,x2,…,xn) と直交基底

u1,u2,….unの内積をとる。

• 直交変換後のベクトル （以後、内積をドットで表現している）

x’= (k1,k2,…,kn) = (x・u1, x・ u2,…., x・ un)

k


1u
2u

2k

x
 11 uxk




22 uxk



1k

1x

2x

直交変換（直交展開）
• 直交変換したいベクトル x=(x1,x2,…,xn) と直交基底

u1,u2,….unの内積をとる。

• 直交変換後のベクトル （以後、内積をドットで表現している）

x’= (k1,k2,…,kn) = (x・u1, x・ u2,…., x・ un)

k


1u
2u

2k

x
 11 uxk




22 uxk
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直交変換（直交展開）
• 直交変換したいベクトル x=(x1,x2,…,xn) と直交基底

u1,u2,….unの内積をとる。

• 直交変換後のベクトル （以後、内積をドットで表現している）

x’= (k1,k2,…,kn) = (x・u1, x・ u2,…., x・ un)

k


1u
2u

2k

x
 11 uxk




22 uxk



1k

1x

2x

直交関数展開
• 直交関数展開したい関数 f(x) と直交基底 P0(x), P1(x), 

P2(x),… , Pi(x) ….の内積をとる。

• 直交関数展開後の係数

(k0, k1, k2,…, ki ,…)
= (f(x)・ P0(x),  f(x)・ P1(x),  f(x)・ P2(x), ….,  f(x)・ Pi(x) ,…)

 )()()()()()()()( dfdfdfdf 

2k
1k

P1(x)P2(x)
f(x)

 ,.....)()(,....,)()(,)()(,)()( 210 dxxPxfdxxPxfdxxPxfdxxPxf i

dxxPxfk

dxxPxfk

dxxPxfk

)()(

)()(

)()(

22

11

00
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直交関数展開
• 直交関数展開したい関数 f(x) と直交基底 P0(x), P1(x), 

P2(x),… , Pi(x) ….の内積をとる。

• 直交関数展開
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1. n次元ベクトル x を正規直交基底u1,u2,….,unで、次のように直交展開でき
る。展開係数 ai を示せ。

2. 関数 f(t) を区間a≦t≦b上の正規直交関数系 i(t) (i=1,2,…∞)で次のように
直交関数展開できる。展開係数 ci を示せ。

演習問題OT‐3
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3. 以下が成り立つことを証明せよ。

4. この証明は、直観的には、「 f(t) という（無限次元）ベクトルを、異なる正規

直交基底（直交関数系）で表したとしても、ベクトルの大きさは変わらない。」
ということを意味する。無限次元空間を2次元空間に縮退させた状況で、こ
の直観的意味を、図解せよ。
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なお、区間a≦t≦b上の正規直交関数系 i(t) は以下を満足する。

（ij は、クロネッカーのデルタ）
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