
マルチメディアマルチメディア工学５工学５
マルチメディアデータの解析

基礎数理 最小二乗法基礎数理：最小二乗法

佐藤嘉伸

大阪大学 大学院医学系研究科
放射線統合医学講座放射線統合医学講座

yoshi@image.med.osaka‐u.ac.jp
http://www.image.med.osaka‐u.ac.jp/member/yoshi/

講義ホ ムペ ジ 日本語ペ ジ→授業の資料→マルチメディア工学講義ホームページ：日本語ページ→ 授業の資料→ マルチメディア工学



マルチメディア工学：マルチメディア工学：講義計画講義計画マルチメディア工学：マルチメディア工学：講義計画講義計画

• イントロダクションイントロダクション

• コンピュータグラフィックス (Computer Graphics: CG)
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マルチメディア工学：マルチメディア工学：講義計画講義計画マルチメディア工学：マルチメディア工学：講義計画講義計画

• イントロダクションイントロダクション

• コンピュータグラフィックス (Computer Graphics: CG)

• マルチメディアデータの解析
–基礎数理基礎数理

–最小二乗法
–直交変換、直交関数展開直交変換、直交関数展開

–代表的解析手法



マルチメディアデータの解析マルチメディアデータの解析

基礎数• 基礎数理
–最小二乗法最小 乗法

–直交変換、直交関数展開
代表的解析手法• 代表的解析手法
–データ圧縮：離散コサイン変換とＪＰＥＧ
–データ表現：形状の主成分分析
– （データ認識：隠れマルコフモデル）（デ タ認識：隠れマルコフモデル）

• 音声・言語を含む時系列データに対して有効
（音声の独立成分分析）– （音声の独立成分分析）



基礎数理：最小二乗法基礎数理：最小 乗法

• 直線当てはめ• 直線当てはめ
–直線当てはめ (Line Fitting)

–最小二乗法 (Least Squares) の定式化

–最尤推定法(Maximum Likelihood Estimation)とし最尤推定法( )
ての最小二乗法

• 最小二乗法の一般化• 最小二乗法の 般化

–多項式当てはめ
–線形最小二乗と非線形最小二乗
(Linear/Nonlinear Least Squares)



直線 め直線当てはめ



直線当てはめとは
(Line Fitting)



直線当てはめとは直線当てはめとは



直線当てはめとは直線当てはめとは



直線当てはめとは直線当てはめとは



直線当てはめとは直線当てはめとは



直線当てはめとは直線当てはめとは



直線当てはめとは直線当てはめとは



直線当てはめとは直線当てはめとは

y = a x + b 
y

(x2, y2)
y

y1 = a x1 + b
(x1, y1)

y1  a x1  b 
y2 = a x2 + b 

x
未知数 b未知数：a, b



２点の座標値から直線を求める２点の座標値から直線を求める

y1 = a x1 + b 
未知数：a by2 = a x2 + b 未知数：a, b

x1 1          a y1=
x2 1 b y2

a      x1 1            y1

b =
–1

b           x2 1           y2



直線当てはめとは直線当てはめとは



直線当てはめとは直線当てはめとは



直線当てはめとは直線当てはめとは



直線当てはめとは直線当てはめとは



直線当てはめとは直線当てはめとは

点の数が３以上になれば 直線当てはめを行うために点の数が３以上になれば、直線当てはめを行うために
は、何らかの妥協が必要である。



直線当てはめとは直線当てはめとは

点の数が多くな て 妥当な直線当てはめを行うための点の数が多くなって、妥当な直線当てはめを行うための
基準が必要である。



直線当てはめの応用直線当てはめの応用

体体
重 100

(Kg)
80

(Kg)

60

40

身長 (cm)140 160 200180 身長 (cm)140 160 200180



直線当てはめの応用直線当てはめの応用

体体
重 100

(Kg) 82.0 Kg
80

(Kg)

70 5 Kg

82.0 Kg

60
70.5 Kg

40
172 0 cm

身長 (cm)140 160 200180

172.0 cm

身長 (cm)140 160 200180
自分の身長から平均的体重を知ることができる。



直線当てはめの応用直線当てはめの応用

試

100
試
験
の
点 82点

80
71点

点
数

82 点

60
71 点

40
26 7時間

10 20 30

26.7 時間

勉強時間（時間）4010 20 30 勉強時間（時間）

長い時間勉強をすれば、試験で良い点がとれる。
40



最小二乗(Least Squares)基準( q )
y

x



最小二乗基準最小二乗基準y

x



最小二乗基準最小二乗基準y

x



最小二乗基準最小二乗基準y

x



最小二乗基準最小二乗基準y

x



最小二乗基準最小二乗基準y
y = a x + b 

多数の点のデータから直線の数式

表現（すなわち a と b ）を求める。表

x



最小二乗基準最小二乗基準

y = a x ＋ b
y

y  a x ＋ b 

d
yi

di
a xi+b

di = yi – (a xi + b)
i 番目の点の座標値
を (xi, yi) とする。xi x

Σ d 2 = Σ{ ( + b)}2 を最小にする a b

( i yi)

Σ di
2 = Σ{ yi – (a xi + b)}2 を最小にする a, b 

を求める。



最小二乗基準最小二乗基準

すべ 点が 直線 b 上になるべ• すべての点が、直線 y = a x ＋ bの上になるべ
くのっている。

n n
Σ di

2 = Σ{ yi – (a xi + b)}2 を最小にする a, b 
i=1

n n

i=1
を求める。

個 点があり 番 点 座標値を ( ) とする

i 1 i 1

n 個の点があり、 i 番目の点の座標値を (xi, yi) とする。



最 乗法 定式最小二乗法の定式化



最小二乗基準 （簡単な場合）最小二乗基準 （簡単な場合）

y = b
y

y  b 

d
yi

di

b
di = yi – b

b

i 番目の点の座標値
を (xi, yi) とする。xi x

Σ d 2 = Σ{ b}2 を最小にする b を求める

( i yi)

Σ di
2 = Σ{ yi – b}2 を最小にする b を求める。

（未知数は b のみ）



最小二乗基準（簡単な場合）最小二乗基準（簡単な場合）

すべての点が 直線 bの上になるべくの て• すべての点が、直線 y = bの上になるべくのって
いる。

n n
Σ di

2 = Σ{ yi –b}2 を最小にする b を求める。
i=1

n n

i=1

個 点があり 番 点 座標値を ( ) とする

i 1 i 1

n 個の点があり、 i 番目の点の座標値を (xi, yi) とする。



最小二乗基準（簡単な場合）最小二乗基準（簡単な場合）

f (b) Σ{ b}2 を最小にする b を求める
n

f (b)= Σ{ yi – b}2 を最小にする b を求める。
i=1

f (b) を最小にする b を求める f (b)f (b) を最小にする b を求める。 f (b)

d f (b) 0db f (b) = 0

bに関する微分が になる
b

bに関する微分が 0 になる。



最小二乗基準（簡単な場合）最小二乗基準（簡単な場合）

f (b) = Σ{ yi – b}2
n

f (b)f (b)  Σ{ yi b}

= Σ{ yi
2 – 2yib + b2}

i=1
f ( )

 Σ{ yi 2yib + b }

= Σy 2 – 2bΣy + nb2 Σyi 2bΣyi + nb
b

Σ1最小値をとる条件

d f (b) = 2nb 2Σy = 2(nb Σy ) = 0
Σyin最小値をとる条件

db f (b) = 2nb – 2Σyi = 2(nb – Σyi) = 0

b Σ1b =    Σyin
1

（bは yi の平均値）



最小二乗基準 （簡単な場合）最小二乗基準 （簡単な場合）

y =y
b = Σyin

1y 

d
yi

b     Σyin

dib =    Σyin
1

di = yi – b
i 番目の点の座標値
を (xi, yi) とする。xi x

( i yi)

1Σ di
2 = Σ{ yi – b}2 を最小にする b は Σyin

1



最小二乗基準最小二乗基準

f ( b) Σ{ ( b)}2 を最小にする b
n

f (a,b)= Σ{ yi – (a xi + b)}2 を最小にする a, b 
を求める

i=1
を求める。

f (a b) を最小にする a b を求めるf (a,b) を最小にする a, b を求める。

f ( b) 0 f ( b) 0a f (a,b) = 0 b f (a,b) = 0

bに関する偏微分が になるa, bに関する偏微分が 0 になる。



最小二乗基準最小二乗基準

f ( b) Σ{ ( b)}2 を最小にする b
n

f (a,b)= Σ{ yi – (a xi + b)}2 を最小にする a, b 
を求める

i=1
を求める。

f (a b) を最小にする a b を求めるf (a,b) を最小にする a, b を求める。

f ( b) 0 f ( b) 0a f (a,b) = 0 b f (a,b) = 0

bに関する偏微分が になるa, bに関する偏微分が 0 になる。



最小二乗基準最小二乗基準

f ( b) Σ{ ( b)}2 を最小にする b
n

f (a,b)= Σ{ yi – (a xi + b)}2 を最小にする a, b 
を求める

i=1
を求める。

f (a b) を最小にする a b を求めるf (a,b) を最小にする a, b を求める。

f ( b) 0 f ( b) 0a f (a,b) = 0 b f (a,b) = 0

bに関する偏微分が になるa, bに関する偏微分が 0 になる。



演習問題7n
f (a,b)= Σ{ yi – (a xi + b)}2 をa, b に関して

n

i=1
A.
偏微分せよ。

i 1

f (a,b)のa, b に関する偏微分を、それぞれ fa(a,b), 
f (a b) とすると f (a b)を最小にする条件は 以下

B.
fb(a,b) とすると、 f (a,b)を最小にする条件は、以下
で与えられる。

f ( b) 0fa(a,b) = 0
fb(a b) = 0fb(a,b)  0

この２つの条件式から、未知数を a, b とする２元連立１
次方程式が得られる この連立方程式を行列を用いて表次方程式が得られる。この連立方程式を行列を用いて表
現せよ。



最小二乗法の別の定式化最小二乗法の別の定式化

• 一般逆行列（擬逆行列）による定式化• 一般逆行列（擬逆行列）による定式化
–最小二乗基準を偏微分して導かれた最小二乗
条件を 行列 式変形だけ 導く条件を、行列の式変形だけで導く。



直線当てはめ:２点の場合直線当てはめ:２点の場合

y = a x + b 
y

(x2, y2)
y

y1 = a x1 + b
(x1, y1)

y1  a x1  b 
y2 = a x2 + b 

x



直線当てはめの定式化
２点の場合

y1 = a x1 + b 
y2 = a x2 + b 

x1 1          a y1=
x2 1 b y2

a      x1 1            y1

b =
–1

b           x2 1           y2



直線当てはめ： n点の場合直線当てはめ： n点の場合

y = a x + b 
y

(x2, y2)
y

(xi, yi)
y1 = a x1 + b 
y2 = a x2 + b

( i, yi)

(x1, y1)
y2  a x2 + b 
y3 = a x3 + b …

xyi = a xi + b 

…
…

yn = a xn + b 

…



最小二乗法の異なる定式化
一般逆行列（擬逆行列）
(Generalized/Pseudo Inverse)(Generalized/Pseudo Inverse)

y1 = a x1 + b 
+ b

a x1 + b = y1
a x + b = y

x1 1              y1
x 1 yy2 = a x2 + b 

y3 = a x3 + b 
a x2 + b = y2
a x3 + b = y3

x2 1              y2
x3 1              y3a

yi = a xi + b 

…

a xi + b = yi

…
… xi 1              yi

… a
b =

…

yn = a xn + b 

…

a xn + b  = yn
…

xn 1 yn

… …



最小二乗法の異なる定式化
一般逆行列（擬逆行列）

x1 1              y1
x2 1              y2a

xn 1 yn

…2 y2a
b = …

xn 1 yn

x x x
x1 1

1x x x
y1 

x1  x2  … xn

1  1  … 1
…x2 1 a

b = …x1  x2  … xn

1  1  … 1
y2 

xn 1 yn



最小二乗法の異なる定式化
一般逆行列（擬逆行列）

x1 x2 … xn

x1 1
x2 1 ax1 x2 … xn

y1 
y21  2  n

1  1  … 1
x 1

…2 a
b = …1  2  n

1  1  … 1
y2 

yxn 1 yn

Σxi
2 Σxi a ΣxiyiΣxi Σxi a Σxiyi

Σxi n b Σyi
=

i yi



最小二乗法の異なる定式化
一般逆行列（擬逆行列）

Σxi
2 Σxi a Σxiyi

Σxi n b Σyi
=

a Σx 2 Σx Σx y–1a Σxi Σxi Σxiyi

b Σxi n Σyi
=b Σxi n Σyi



最小二乗法による直線当てはめ

補足：用語について

• 最小二乗法による直線当てはめは、「回帰分析最小 乗法による直線当てはめは、 回帰分析
(Regression Analysis)」とも呼ばれる。

• 直線あてはめを行うことは、「回帰」と呼ばれる。直線あ を行う 、 回帰」 呼 る。

• 直線の傾き a は、「回帰係数」と呼ばれる。
当てはめた直線は 「回帰直線」とも呼ばれる• 当てはめた直線は、「回帰直線」とも呼ばれる。

• 誤差(Error)は、「残差(Residual)」とも呼ばれる。
グ• データ点の分布を示したグラフは、「散布図」と呼

ばれる。



相関係数(Correlation Coefficient) R, 決定係数 R2値
( )

• 相関係数R とは？ x = (x1, x2, …, xn)

y = (y1, y2, …, yn)

θR = cosθ = x・y
|x|・|y||x| |y|

ベクトルの内積

x・y = Σ xiyi = x1y1 + x2y2 + …. + xnyn

–1 < R < 1= =
x y  Σ xiyi  x1y1  x2y2  ….  xnyn

= |x|・|y| cosθ
ベクトル大きさR 1 正の（完全な）相関

R = –1 負の（完全な）相関

R = 0 無相関（関連性なし）

• 決定係数（直線当てはめの信頼性）は、相関係数の二乗 R2

ク 大きさ

|x|2= Σ xi
2 = x1

2 + x2
2 + …. + xn

2R = 1 正の（完全な）相関

決定係数（直線当てはめの信頼性）は、相関係数の 乗

–1 < R < 1= =
|R| = 1 完全に信頼できる。R = 0 全く信頼できない。



相関係数 R 決定係数 R2値相関係数 R 決定係数 R 値

正の相関

２つの量の関係がほぼ直線的といえる

R 0 8 R2 0 64 くらい

２つの量の関係がほぼ直線的といえる。

R = 0.8, R2 = 0.64 くらい



相関係数 R 決定係数 R2値相関係数 R 決定係数 R 値

強い正の相関

２つの量の関係が直線的と強くいえる

R 0 95 R2 0 9 くらい

２つの量の関係が直線的と強くいえる。

R = 0.95, R2 = 0.9 くらい



相関係数 R 決定係数 R2値相関係数 R 決定係数 R 値

正の相関

２つの量の関係がほぼ直線的といえる

R 0 8 R2 0 64 くらい

２つの量の関係がほぼ直線的といえる。

R = 0.8, R2 = 0.64 くらい



相関係数 R 決定係数 R2値相関係数 R 決定係数 R 値

弱い正の相関

量 関係が直線的 なくもな

R 0 5 R2 0 25 くらい

２つの量の関係が直線的といえなくもない。

R = 0.5, R2 = 0.25 くらい



相関係数 R 決定係数 R2値相関係数 R 決定係数 R 値

弱い正の相関

量 関係が直線的 なくもな

R 0 5 R2 0 25 くらい

２つの量の関係が直線的といえなくもない。

R = 0.5, R2 = 0.25 くらい



相関係数 R 決定係数 R2値相関係数 R 決定係数 R 値

無相関

２つの量に関係があるとはいえない

R 0 R2 0

２つの量に関係があるとはいえない

R = 0, R2 = 0



相関係数 R 決定係数 R2値相関係数 R 決定係数 R 値

無相関

２つの量に関係があるとはいえない

R 0 R2 0

２つの量に関係があるとはいえない

R = 0, R2 = 0



相関係数 R 決定係数 R2値相関係数 R 決定係数 R 値

無相関

２つの量に関係があるとはいえない

R 0 R2 0

２つの量に関係があるとはいえない

R = 0, R2 = 0



相関係数 R 決定係数 R2値相関係数 R 決定係数 R 値

負の相関

２つの量の関係がほぼ直線的といえる。

R 0 8 R2 0 64 くらい

２つの量の関係がほぼ直線的といえる。
一方が増えれば、他方は減る。

R = – 0.8, R2 = 0.64 くらい



Excel デモ：イチロー選手の打撃傾向の分析
（ＥＳＰＮ ホームページ http://sports.espn.go.com/mlb/indexより）

年 ゴロ／フライ率 打率 本塁打率
（ゴロ数／フライ数） （ヒット数／打数） （本塁打数／打数）

２００１ ２．６３ ０．３５０ ０．０１１６（ ８／６９２）
２００２ ２ ４８ ０ ３２１ ０ ０１２４（ ８／６４７）２００２ ２．４８ ０．３２１ ０．０１２４（ ８／６４７）
２００３ １．７７ ０．３１２ ０．０１９１（１３／６７９）
２００４ ３．２９ ０．３７２ ０．０１１４（ ８／７０４）
２００５ ２ ０６ ０ ３０３ ０ ０２２１（１５／６７９）

• ゴロ／フライ率を横軸 打率を縦軸にとり 直線当てはめを行う （直線の式も

２００５ ２．０６ ０．３０３ ０．０２２１（１５／６７９）
２００６ １．８４ ０．３２２ ０．０１２９（ ９／６９５）

• ゴロ／フライ率を横軸、打率を縦軸にとり、直線当てはめを行う。（直線の式も
表示する。）

• この直線当てはめの決定係数R2を表示して、信頼度を確認する。
ゴ• ゴロ／フライ率を横軸、本塁打率を縦軸にとり、直線当てはめを行う。（直線
の式も表示する。）

• 打率４割を達成する場合のゴロ／フライ率を予測する。

• そのときの本塁打数を予想する。（７００打数とする）



Excel デモ：イチロー選手の打撃傾向の分析
（ＥＳＰＮ ホームページより）

0.45 0.025

0.3

0.35

0.4

0.02

本

y = 0.0399x + 0.2364
R² = 0.787

0 15
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R² = 0.378

0.005

率
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ゴロ／フライ率 ゴロ／フライ率

• ゴロ／フライ率を横軸、打率を縦軸にとり、直線当てはめを行う。（直線の式も表示する。）

• この直線当てはめの決定係数R2を表示して、信頼度を確認する。
• ゴロ／フライ率を横軸、本塁打率を縦軸にとり、直線当てはめを行う。（直線の式も表示する。）／フライ率を横軸、本塁打率を縦軸にとり、直線当てはめを行う。（直線の式も表示する。）

• 打率４割を達成する場合のゴロ／フライ率を予測する。

• そのときの本塁打数を予想する。（７００打数とする）



最尤推定法
(Maximum Likelihood Estimation: MLE)

としての最小二乗法としての最小二乗法



最尤推定法(Maximum Likelihood Estimation: MLE)
としての最小二乗法としての最小二乗法

• なぜ最小“二乗”か？なぜ最小 二乗 か？

– Σi { yi – (a xi + b)}2 （２乗和）ではなく、たとえば、i i ( i

Σi | yi – (a xi + b)| （絶対値和）でもよいのではない
か？か？

• 理由：
1. 処理の利便性：線形最小２乗の場合、処理が簡便
である。（線形方程式に帰着できる。）

2. 理論上の妥当性：２乗和最小化による推定は、誤
差(yi – (a xi + b))の分布がガウス分布（正規分布）差(yi (a xi + b))の分布がガウス分布（正規分布）
であることを仮定した場合の最尤推定である。



誤差 dの分布がガウス分布
y

di

yi
di

a xi+b

di = yi – (a xi + b)
y = a x ＋b x

ガウ 分布

xi

)2

2
exp(

2
1);( σ ddGauss −=

ガウス分布

d 222 σσπ



誤差 dがガウス分布（簡単な場合）

y = b 
y

y

d
y’

d = y’ – b
b

d  y b

x
ガウ 分布

)2

2
exp(

2
1);( σ ddGauss −=

ガウス分布

d 222 σσπ



yの計測値（誤差 d）の確率分布y

y = b 
y b は既知y

d
y’ P(y’|b)
b

d = y’ – bd  y b
x

真値y=bの場合の計測値 y’の確率分布 P(y’|b)
y = b が確定している場合に、y’がとりうる値の確率分y y
布。誤差は、 d=y’-b 



yの計測値（誤差 d）の確率分布y
y b は既知

d
y’ P(y’|b)

y = b b

d = y’ – b
x
d  y b

確率分布確率分布 PP((y’y’||bb))
真値 y = b が確定している場合に、計測値y’がとりうるy y
値の確率分布。誤差 d=y’-b はガウス分布と仮定。



尤度(Likelihood)( )
y b は未知

y’
L(b|y’)

y = b b
L(b|y )

d = y’– b
x
d  y b

尤度尤度 LL((bb||yy’’) ) ： 尤（もっとも）らしさ
１つの y 座標の計測値 y’が与えられた場合に、真値y y
が y = b であろうと予測される確率（y=bの尤らしさ）



尤度(Likelihood)( )

y = b 
y b は未知y

y1’
L(b|y1’)

直線 y=b を
当てはめる場合

b
( |y1 )

’

当てはめる場合

d = y’– b

y2’
L(b|y2’)L(b|y ’)

x
d  y bL(b|y2 )L(b|y3 )

尤度 L(b| y1’, y2’, y3’) = L(b|y1’) L(b|y2’) L(b|y3’)
L(b| y1’, y2’, y3’, ……..)  = Πi L(b|yi’)

= Πi Gauss(b－ yi’)



y 尤度(Likelihood)
y = b 

y
y1’

L(b| ’)

( )

b は未知
b

L(b|y1’)

’
直線 y=b を
当てはめる場合

d = y’– b

y2’

L(b|y2’)L(b|y3’)

当てはめる場合

x
尤度 L(b| y1’, y2’, y3’, ……..)  = Πi L(b|yi’)

Π G (b ’)21 d = Πi Gauss(b－ yi’))22

2
exp(

2
1);(

σσπ
σ ddGauss −= より

log[Π Gauss(b y ’)]∝ log[Π exp[ (b y ’)2 /(2σ2)]]log[Πi Gauss(b－ yi )] ∝ log[Πi exp[－(b－ yi )2 /(2σ2)]]
= log[exp[－Σi (b－ yi’)2 /(2σ2)]]

Σ (b ’)2 /(2 2) Σ (b ’)2= －Σi (b－ yi’)2 /(2σ2)∝－Σi (b－ yi’)2

対数尤度最大対数尤度最大 ＝＝ 二乗誤差最小二乗誤差最小



尤度(Likelihood)

d
yi

( )

直線 y=ax+b を
当 はめる場合 di

a xi+b当てはめる場合

bは未知
y = a x ＋ b 

di = yi – (a xi + b)

xi x

a, b は未知

)22

2
exp(

2
1);(

σσπ
σ ddGauss −=

対数尤度

l [ (( b) ’ )]

i x

22 σσπlog[Πi Gauss((axi+b) － yi’ ；σ)]
∝ log[Πi exp[－((axi+b) － yi’)2 /(2σ2)]]

l [ [ (( b) ’)2 /(2 2)]]∝ log[exp[－Σi ((axi+b) － yi’)2 /(2σ2)]]
= －Σi ((axi+b) － yi’)2 /(2σ2) ∝ －Σi ((axi+b) － yi’)2

対数尤度最大対数尤度最大 ＝＝ 二乗誤差最小二乗誤差最小



尤度(Likelihood)

d
yi

( )

各データ (xi, yi)の誤
差分布標準偏差 di

a xi+b差分布標準偏差 σi
が既知で、データ毎
に異なる場合

y = a x ＋ b 
di = yi – (a xi + b)

xi x

に異なる場合

)22

2
exp(

2
1);(
σπ

σ ddGauss −=対数尤度

i x

222 σσπ
log[Πi Gauss((axi+b) － yi’ ；σi)]

∝ log[Πi exp[－((axi+b) － yi’)2 /(2σi
2)]]

∝ log[exp[－Σi ((axi+b) － yi’)2 /(2σi
2)]]

= －Σi ((axi+b) － yi’)2 /(2σi
2)∝ －Σi [(1/σi ) ((axi+b) － yi’)]2

各データ毎に標準偏差逆数 1/σiを掛け算した重み付き最小二乗和となる。



最小二乗法の統計学的意義づけ最小二乗法の統計学的意義づけ

ガ• 最小二乗法は、誤差の分布が（平均ゼロの）ガウス
関数に従うと仮定した場合の、最尤推定法と等価で
あるある。

– よって、統計的推定の観点から確かな根拠があると言え
がガる。しかし、実際には、誤差の分布がガウス関数に従うか

どうか検証がなされる場合はほとんどなく、数値計算上の
利便性により 最小二乗法が用いられているのが実情で利便性により、最小二乗法が用いられているのが実情で
ある。

• 各計測データの誤差分布のガウス関数標準偏差σ• 各計測データの誤差分布のガウス関数標準偏差σi

（ばらつきの大きさ）が既知の場合、重み付き最小
二乗法となる 重みは 1/σ となる二乗法となる。重みは、 1/σi となる。



多項式当 はめ多項式当てはめ



直線当てはめから多項式当てはめへ直線当てはめから多項式当てはめ

• ２つの量 x, yの関係がいつでも直線的になるとは限y
らない。

• ２つの量 x, y の関係を表現する数式として、様々な
関係が考えられる。

y = ax + by  ax b
•誤差 di = yi – (a xi + b)i i i

y = ax2 + bx +cy = ax + bx +c
•誤差 di = yi – (a xi

2 + b xi + c)誤差 i yi ( i i )



最小二乗基準最小二乗基準

• すべての点が ２次多項式 y = ax2 + bx +c の• すべての点が、２次多項式 y = ax2 + bx +c の
上になるべくのっている。

n n
Σ di

2 = Σ{yi – (a xi
2 + b xi + c)}2 を最小にす

i=1

n n

i=1
る a, b, c を求める。
i 1 i 1

n 個の点があり、 i 番目の点の座標値を (xi, yi) とする。



最小二乗基準最 乗 準

f (a,b,c)= Σ{yi – (a xi
2 + b xi + c)}2 を最小に

n

i=1f ( ) {yi ( i i )}

する a, b, c を求める。
i=1

f (a,b,c) を最小にする a,b,c を求める。

f (a b c) = 0 b f (a b c) = 0 f (a b c) = 0a f (a,b,c)  0 b f (a,b,c)  0

a, b, cに関する偏微分が 0 になる。
c f (a,b,c)  0

, ,

線形連立方程式に帰着



線形最小二乗と線形最小二乗と
非線形最小二乗非線形最小二乗



最小二乗法の一般化
• 二乗和

推定すべきパラメータ： akΣi {yi – (a1 xi + a2)}2

Σ

推定すべきパラメ タ： ak

Σi {yi – (a1 xi2 + a2 xi + a3)}2

• 一般化般化
y = f(x;a) の形で記述できる (xi, yi) の測定値があ
ると仮定ると仮定。

Σi {yi – f(xi;a)}2i  i i

直線当てはめの場合： a = (a1, a2)

２次多項式当てはめの場合： a = (a1, a2 , a3)次多項式当てはめの場合 ( 1, 2 , 3)



最小二乗法の一般化
• 二乗和

Σ 推定すべきパラメータ： akΣi {yi – (a1 xi + a2)}2

Σ { ( 2 + + )}2

推定すべきパラメ タ： ak

Σi {yi – (a1 xi2 + a2 xi + a3)}2

• 線形最小二乗法の一般化

Σi {yi – f(xi;a)}2,  ただし f(x;a) = Σkakfk(x)
直線当 はめ 場合 f f 1 ( )直線当てはめの場合： f1 = x, f2 = 1, a = (a1, a2)

２次多項式当てはめの場合： f1 = x2, f2 = x, f3 = 1, a = (a1, a2 , a3)

f(x;a) に、推定すべきパラメータ ak の１次項しか含まれない場合、すなわち、

f(x;a) = Σkakfk(x) とかける場合、線形最小二乗となり、推定すべき各パラf( ; ) k kfk( )
メータで偏微分することにより得られる連立１次方程式を解くことにより、パラ
メータの推定が行える。そうでない場合、非線形となる。



線形／非線形最小二乗
• 局所解（極小解, Local Minimum）の問題

局所解とは？– 局所解とは？
• 誤差の２乗和を最小にする解を求める場合、線形最小二乗では、唯
一の最小解を求めることができる。しかし、非線形最小二乗では、極
小にする解しか求めることができない（極小値をとる解は一般に複数
存在する）。

線形最小２乗（必ず１つの極小値） 非線形最小２乗（複数の極小値）

誤
差

初期値

誤
差

初期値

線形最小２乗（必ず１つの極小値） 非線形最小２乗（複数の極小値）
y = (2a+3b+1)2

y = (複雑な式)2

a2 ab cos(a)
a, bの線形項
しか含まな 差

の
２
乗
和

差
の
２
乗
和

初期値 a2, ab, cos(a), 
exp(b) などa, 
bの非線形項
を含む

しか含まな
い。

和
局所解

最小解

和 を含む。

推定すべきパラメータ a, b

最小解

推定すべきパラメータ a, b

最小解



最小二乗法のまとめ
• 最小二乗法は、誤差分布がガウス関数に従うときの
最尤推定法である。

• 剛体位置合わせやカメラキャリブレーションも最小二
乗問題として定式化される。乗問題として定式化される。

• “線形”最小二乗問題として定式化される場合は、連
立一次方程式に帰着され 多くの場合 最小解を安立一次方程式に帰着され、多くの場合、最小解を安
定に求めることができる。線形計算に関する数値計算
パッケージを利用して解を求めるパッケージを利用して解を求める。

• “非線形”最小二乗問題として定式化される場合、最
小解が求められる保証はないが 良い初期値を与え小解が求められる保証はないが、良い初期値を与え
ることにより実用的には良い解を求めることができる。
L b M dt法は 代表的な非線形最小二Levenberg‐Marquardt法は、代表的な非線形最小二
乗法の数値計算アルゴリズムである。


